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A FINITE DIFFERENCE SCHEME TO SOLVE
ONE-DIMENSIONAL PROBLEMS ASSOCIATED
WITH SOIL FREEZING AND THAWING

Abstract

A finite difference scheme, which can be easily used for PC-programming to solve one-dimensional problems associated
with soil freezing and thawing is presented. The method takes into account the real phase equilibria in the soil-water
system, thereby being better interpretable both physically and in terms of soil mechanics. Some special computational
procedures have been given, among them those relating to the crossing the freezing point and to determining the initial

temperature distribution.
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Nomenclature
a — thermal diffusivity (m? K')
C - volumetric heat capacity (J m?K')

C, — specific heat ofice (J kg' K)

c,  —specific heat of dry soil (J kg"' K™')
¢, —specific heat of unfrozen water (J kg K')
erf  — Gauss error function

G - geothermal gradient (K m™)

L — latent heat of fusion of ice (J kg™')
Q —heat(J)

t — time (s)

T — temperature (K)

T, —air temperature (°C)

T —fictional value of temperature (°C)

1. Introduction

Knowledge about the possible depth of frost or thaw
in the subsoil is essential in a variety of problems in civil
and environmental engineering. However, the existing
analytical solutions are useful, as a rule, only in the cases
of homogeneous and isotropic ground conditions [1].
Though some such methods deal with multilayer subsoil
[1], they are still a little too flexible for most engineering
computations. Instead, the numerical techniques are
used for the calculation of the ground thermal regime.
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T, - equilibrium freezing point (°C)

T, —average annual temperature (°C)

w  —water content (% of dry mass)

w, —unfrozen water content (% of dry mass)
z - vertical coordinate (m)

W, —unfrozen water content (% of dry mass)

z  —vertical coordinate (m)
Greek symbols

o — convective heat transfer (W m? K')
p, —soil dry density (kg m~)
A —thermal conductivity (W/mK)

Az, —vertical size of an element i (m)

A number of such methods have been developed during
the last few decades. They cover solutions for one-
and two-dimensional problems solved by the finite
difference method (FDM) [2], [3] and in some cases by
the finite element method (FEM) [4], [5], [6]. However,
the characteristic features of the soil-water system,
particularly relating to the phase phenomena (e.g.
the freezing point depression and the unfrozen water
content) are usually not taken into account, although
the distribution of the latent heat of fusion plays a very
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significant role in the thermal balance. When a simplified
model, in which all water in the soil-water system freezes
at 0°C is assumed, the obtained values of the depth of
frost are under-predicted by up to 30% [7]. Moreover,
in a number of the models some soil parameters are
misapplied.In turn, the approximate analytic solutions
do not take the temperature dependence of the soil phase
composition into account.

The aim of the paper is to present a finite
difference scheme, which can be easily used for PC-
programming to solve one-dimensional problems
associated with soil freezing and thawing. The method
takes into account the real phase equilibriums in soil-
water system, thereby being better interpretable both
physically and in terms of soil mechanics.

2. Theory
2.1. The finite difference scheme

The case of transient, geometric one-dimensional
heat conduction will be discussed for a horizontally
stratified region representing the ground (Fig. 1).
Material properties within a given layer are uniform.
Each layer is subdivided into a number of Az, — sized
elements, thereby establishing a grid with nodes 1,
..., 1, ..., n 1in the centres of the elements. Thus the
primary assumption made is that the temperature (or
other properties) at nodal i represents the temperature
over the entire element. In the region in question,
the equation of transient, one-dimensional heat
conduction with an internal heat source
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is to be solved for time t > t, whilst considering the
boundary conditions at the top and the bottom. The initial
temperature distribution 7; | fori=1,2,..nis given.
The general energy balance for an element i can be
written, relating to the first law of thermodynamics, as

Qi +Qqi; Qi =Qsi; ()

where Q,,; is the heat entering the element from
the lower side, calculated in relation to the state
of the system in a time moment j (in the paper, the
subscripts i and j denote the space and time coordinate
respectively; in the case of time independent values,
the time subscripts j will be omitted), Qg“ is the heat
generated within the element, Q, , is the heat leaving
the element from the upper side and Q_;, is the heat
stored in the element, the latter being an equivalent of
the change of enthalpy.
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Fig. 1. Discretization of one-dimensional heat transfer in
stratified ground: a) division of the layers into final elements
numbered 1,... i,... N, b) temperature 7;,1+10f the element
i after a final time increment At asa function of current
temperatures of the element and of the adjacent elements

According to the widely known Fourier’s law of
heat conduction and making use of the concept of
thermal resistances, we can write

Q. = tmithy
Az Az (3)
2ﬂ“iJrl 221

and analogically

Q. . :MM_ .
Ay Az, Y )
24 24,

To formulate the expression for the heat generated
in an element i, the unfrozen water concept should
be introduced. It is widely known that an amount of
liquid water remains unfrozen in a soil water system
in a wide range of temperatures beneath the freezing
point T, [8-11]. Thus,the temperature called the
freezing point of soil water, in contrary to the freezing
point of normal water in bulk, is comprehended as the
temperature at which equilibrium freezing of liquid
soil water (i.e. its solidification) begins. Any lowering
of the temperature beneath the freezing point leads
to the production of an amount of ice, which at any
temperature 7' < 7, will remain in thermodynamic
equilibrium with the unfrozen water. Oppositely, any
increasing of the temperature melts an amount of ice,
creating a new balance between liquid water and ice.
A further increase in temperature will finally result in
the melting of the last crystals of ice at the freezing
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point 7. In other words, in the case of the soil-water
system, the freezing point is the highest temperature
at which ice is present in the system.

Hence, the unfrozen water content w , defined
analogically to the water content w as the ratio of
the mass of unfrozen water to the mass of dry soil, is
a function of temperature:

{W
W, =
W, (2 )

Now the heat generated in the element i can be
written as

T>T,

T <T, ®)

Qyij=—PaL W, (T ;) - W, (T ;,D]Az  (6)

for temperatures beneath the freezing point and,
a§cord1ng to (5), it is equal. to zero as T, and T, are
higher than the freezing point.

Finally, the heat stored in the element i can be
expressed as

Qs‘i,j = Ci,j (7—:] J+I )AZ (7)

where C, i is the volumetric heat capacity of the
element, J/m’K. It should be noted that C,. dependmg
on the phase composition, is a function of temperature
and can be written as

C C +C, W, ( ) + Cice (Wi —-W, (Ti,j )]pd (8)

Notice that two simplifications have been made in
relation to the temperature dependence of Ci’j. Firstly, it
is assumed that the specific heats of soil constituents, C
¢, and ¢, are temperature independent, although such
a dependence indeed occurs and could easily be taken
into account. However, thermal effects associated with
it are of two orders of magnitude less than those ones
connected with the release or absorbing of the latent
heat. For that reason the temperature dependence of
the unfrozen water function must always be taken
into consideration. On the other hand, the second
assumption consists in keeping the unfrozen water
content constant as the temperature changes from T,
to 7,;,,. Moreover, taking into account the definition
given by Equation (5), one can see that the volumetric
heat capacity Ci’j is temperature dependent only for
temperatures below the freezing point and becomes
constant as ice is absent in the system.

Substituting Equations (3), (4), (6) and (7) into (2)
and rearranging gives the searched temperature of the
element i at the moment j+1 as
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Al+1 I+1]+I4ITIJA (9)
C.;Az
L[M(T ) u(TJ+1)]
Ci,j
where
A= 1
TAz, A (10)
2/?’i+1 2/1I
and
1
A=
Az, N Az, (11)
24, 24,

Taking into account Equation (5), at temperatures
higher than the freezing point, the last term in the
Equation (9) equals zero and the volumetric heat Ci,j
is temperature independent, so the equation takes on
the form of a so-called explicit FDM scheme (Baehr
and Stephan [12]). The stability condition for such a
scheme is a consequence of the requirement that no
coefficient in such an equation is negative. Hence:

A
_MAE ;>0 (12)
C. Az, ’
which yields a restriction for time increment At :
C. Az A A
At | > m (13)
S 2AL AL

Below the freezing point, all the terms in Equation
(9) have non-zero values. Additionally, the volumetric
heat capacity Ci,j becomes temperature dependent.
The temperature Ti’j+1 cannot be obtained in an explicit
form and a special technique must be used to solve
Equation (9).

Another problem arises relating to the stability of
Equation (9). The limitation of the time step set by the
inequality (13) may now not guarantee the stability.
Smith [13] shows that such a stability condition remains
unaltered if the coefficient in the implicit FDM scheme
depends linearly on the temperature. However, in the
case of Equation (9), the temperature dependency
follows from the unfrozen water content w, being a
non-linear function of temperature. However, there
is no need to establish the stability theoretically in
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this case. According to Allen et al. [14], a possible
approach consists in conducting a series of numerical
experiments for a program based on the algorithm in
question. The behaviour of the method over a spectrum
of mesh geometries and coefficient values is examined
and certain conclusions regarding the stability can be
drawn. As will be shown below, the approach, often
referred to as the heuristic stability analysis, has been
applied in the case of the considered algorithm.

The upper boundary condition will be established
by assuming a fictional, additional node for which
I = 0 and rewriting Equation (4):

1, . T,

J- 0] Atl,j

Quij=42—
Az ]
Z, (14)

24 «
where: o is the convective heat transfer coefficient,
W/m’K, and T refers to the air temperature.
The lower boundary condition needs the introduction
of the temperature of a fictional element n+1 outside
the region in question:

1

n+l,j

:Tnyj+G Az, (15)

where: G is the geothermal gradient, K/m.

2.2. Solution of the FDM scheme

Basing on the FDM scheme presented in section

1, a PC-program Daisy 2.0 has been written enabling

a complex thermal analysis of freezing and thawing

ground. The applied step-by-step numerical procedure

will be presented below.

1. Collecting data about the ground profile in question
(thicknesses of layers, basic physical properties of
soils).

2. Introducing the grid down to 8 m (it has been
assumed that changes of temperature at this depth
are negligible).

3. Establishing the initial temperature profile. It can
be done by two alternate ways; the first one based
on linear distribution from point to point, according
to data provided by the user, and the second based
on the Gauss error function, assuming that at
the depth of 8 m the temperature is constant and
equalled to the average annual temperature 7 for
the region in question [15]:

T(z,t)=T,+(T,-T,)erf Zl (16)

2, =t
C

where: t is the length of a period, immediately
before the simulation, for which the mean air
temperature 7, is known. In Equation (16), the
uniformity of the thermal properties over the entire
profile is assumed. For the layered ground profile,
the following recurrent procedure is proposed to
establish the initial temperature distribution. The
temperature in the first soil layer is calculated by
use of the thermal parameters of this layer:

T(24)=T,+ (T, ~-T)erfl —2—| (7
2 [0t

1,0

Temperature in a layer i is calculated as a function
of the temperature 7' at the lower boundary of the
previous layer i-1, by use of the thermal properties
of the layer i:

k=i-1
2= 2 h
T(z,t) =T, +(T, - T, erf| —===1 (18)

2[R0t
Ci,O

The principle of the method is shown in Figure 2.
For the purpose of numerical computations, the
error function can be effectively approximated by
the Taylor series:

2 7
erf X:ﬁ(x_?+§.?_§.7+.-.j (19)

. Collecting data about the thicknesses and physical

properties of the insulating layers if any exist.

. Collecting data about the air temperature as

a number of pairs (7,,t,), where 7 is a constant
air temperature for the period of t,.

. Computing the temperature independent thermal

properties of soils in the profile: the freezing point
T and the thermal conductivity A.

. For the current temperature profile, computing the

temperature dependent thermal properties of soils
in every final element in the profile: the unfrozen
water content and the volumetric heat capacity
according to Equation (8).

. For every final element i, computing the allowed

time step with regard to the stability condition
given by Equation (13) and then computing the
minimal time increment for the stage j as
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At, =maxjAt, ;i =1..n}

9. For every final element i, computing the
temperature on the next stage j+1 as 7;,1+1'
i=1...n according to Equation (9) and taking the
constant value for the time step in accordance
with Equation(20). Because of the temperature
dependency of the unfrozen water content, the
Equation (9) is in fact an implicit function of 7. e
therefore a special procedure must be apphed
to obtain the solution. In this case, the Newton
method proved very useful. To be solved, the
Equation (9) had to be rearranged to the form

CD(Ti,jH): 0

" (20)

2

and next the iteration scheme was successfully
used giving a quick convergence.

10. Assigning the temperature distribution for
the next stage {7, ,, | = 1..n} to the current

B+l

temperature distribution {7, | = 1...n}and
going to the point (7).

0 Ts Ty T Ty ToaTw=T4 Temperature, °C
< N Cio Mo

V : Cio, Aio
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Cno, Ano

Depth, m

v

Fig. 2. Establishing the initial temperature profile
(see details in text)

A special attention should be paid on the case
when temperature crosses the freezing point. All
thermal effects associated with freezing or thawing
must be taken into account, especially in the vicinity
of the freezing point where the slope of the phase
composition curve is particularly steep. In the program
in question, the problem has been solved as follows.
Assume, for simplicity, three possible situations on
cooling (T”. > T

T,>Tand T, > T, (22)
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I,>T, and T, <T, (23)

T < TandT <T

i ij+1

24

In the case given by Equation (22), the heat
generated in the element i equals zero while in the
case given by Equation (24) the heat generated in
the element i is calculated according to Equation (6).
The situation given by Equation (23) refers to the
“crossing” of the freezing point and needs special
attention. It should be noted that on cooling the
appearance of the condition (23) always follows the
condition (22), thus the temperature 7, is calculated
supposing that phase changes have not been initiated
which is at variance with the fact that the freezing
point has been exceeded. The following procedure is
used in this case:

a) Until the condition (22) is satisfied, T in the next
time step is calculated by use of Equations (8) and
(9) with the unfrozen water content w (7) equal to
Zero.

b) If T calculated during a subsequent time step
satisfies the condition (23), the phase change is
assumed to begin. Actually, the calculated value
of7;,,, does not occur in the element so it is treated
asa ﬁctlonal value 7”. Now the loss of heat related
to the current time step can be expressed as

AQ = Ci,j(Ti,j -T )Azi (25)
which can be divided into two parts:
AQ = AQ1 + AQz (26)
where:
—Ci,j(Ti,j _Tf )Azi (27)

is the loss of heat needed to reach 7. during cooling
from T;; without phase change. The second part of AQ
refers to the latent heat of the freezing of a quantity of
water in the element i:

AQ, =—pyL [W, —w,(T;;,)] Az

Substituting Equations (27) and (28) into Equation
(25) via Equation (26) and using a function describing
the temperature dependence of the unfrozen water,
the real temperature 7, can be calculated.

(28)

3. Conclusions

The presented model is a relatively simple and
convenient tool for the calculation of frost or thaw
penetration in soils. Despite its straightforwardness,
the model takes into account the phase phenomena
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characteristic for real soil-water systems, i.e. the
existence of unfrozen water and the freezing point
depression.
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Metoda roznic skonczonych do rozwiazywania
jednowymiarowych problemow zwiazanych
Z zamarzaniem i rozmarzaniem gruntu

1. Wprowadzenie

Wiedza dotyczaca glebokosci przemarzania lub
odmarzania podioza gruntowego jest niezbedna
przy projektowaniu fundamentéw oraz innych kon-
strukcji w zimnych regionach. Istniejace rozwigza-
nia analityczne sa jednak uzyteczne tylko w przy-
padkach jednorodnych i izotropowych warunkow
gruntowych [1]. Pomimo iz niektére metody radza
sobie z wielowarstwowym podilozem [1], nadal sg
one niewystarczajaco precyzyjne dla wigkszosci ob-

liczen inzynierskich. Metody numeryczne z kolei sg
wykorzystywane do modelowania przeptywu ciepta
w podlozu gruntowym. W ciagu ostatnich kilku de-
kad opracowano wicle takich metod. Obejmuja one
rozwigzania metoda roznic skonczonych (MRS)
[2, 3], a w niektorych przypadkach metodg elemen-
tow skonczonych (MES) [4-6] dla zagadnien jedno-
i dwuwymiarowych. Jednakze cechy charakterystycz-
ne systemu wodno-gruntowego, zwlaszcza zwigzane
z przemianami fazowymi (np. obnizenie temperatury
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krzepnigcia i zawartosci wody niezamarzni¢tej), zwy-
kle nie sg brane pod uwagg, chociaz rozklad ciepta
utajonego lodu odgrywa znaczacg role w rownowa-
dze termicznej. W przypadku uproszczonego modelu,
w ktérym cala woda w systemie woda-grunt zama-
rza w temperaturze 0°C przyjmuje si¢, ze uzyskane
wartosci glebokosci przemarzania sg zanizone nawet
0 30% [7]. Niestety, pomimo uproszczen, modele nie
zawsze s3 tatwe do programowania komputerowego.
Ponadto w wielu modelach niektére parametry grun-
tu sg btednie zastosowane. Z kolei przyblizone roz-
wigzania analityczne nie biora pod uwage zaleznosci
temperatury od sktadu fazowego gruntu. Dodatkowo,
ich zastosowanie do warstwowego podtoza jest zwy-
kle ograniczone.

Celem pracy jest przedstawienie metody roznic
skonczonych, ktéra moze by¢ tatwo zastosowana do
komputerowego programowania rozwigzan jedno-
wymiarowych zagadnien zwigzanych z zamarzaniem
1 rozmarzaniem gruntu. Metoda ta uwzglednia rze-
czywiste rownowagi fazowe w systemie wodno-grun-
towym, co pozwala na lepszg interpretacje fizyczna,
rowniez z punktu widzenia mechaniki gruntéw.

2. Teoria
2.1. Metoda roznic skoniczonych

W tej czesci omoOwiony zostat przypadek nieusta-
lonego, geometrycznie jednowymiarowego przewo-
dzenia ciepta w poziomo warstwowym podtozu grun-
towym (rys. 1). Wlasciwosci materialu w danej war-
stwie sg jednorodne. Kazda warstwa jest podzielona
na szereg elementow o wielkosci AZ tym samym
ustanawiajgc siatke z weztow 1, , N znajduja-
cych sie w srodku elementow. Podstawowym zato-
zeniem jest, ze temperatura (lub inne wilasciwosci)
w wezle | oznacza temperaturg w catym elemencie.

W danym obszarze réwnanie nieustalonego, jedno-
wymiarowego przewodzenia ciepta z wewngtrznym
zrédlem ciepta (1) jest rozwigzywane dla czasu t >t ,
przy jednoczesnym uwzglednieniu warunkow brze-
gowych na gorze i na dole. Poczatkowy rozktad tem-
peratury 7, dlai=1,2,...n jest dany.

Ogo6lny bllans energii dla elementu i mozna zapisac,
odnoszac sie do pierwszej zasady termodynamiki, jako
(2), gdzie QMj jest cieptem dostarczanym do elemen-
tu od dotu, obliczanym w stosunku do stanu systemu
w chwili j (w artykule, indeksy i oraz j oznaczajg od-
powiednio wspotrzedne przestrzenne i czas, w przy-
padku wartosci niezaleznych od czasu, indeksy j beda
pominigte), Qg“ jest cieptem wytworzonym wewnatrz
elementu, Q, ,; jest cieptem opuszczajacym element od

40

gory, natomiast Q_, ,to ciepto przechowywane w ele-
mencie, bedace odpow1edn1k1em zmiany entalpii.

Zgodnie z powszechnie znanym prawem przewodze-
nia ciepta Fouriera oraz w oparciu o pojecie oporow
cieplnych, mozemy zapisa¢ (3) oraz analogicznie (4).

Aby sformutowac¢ wyrazenie dla ciepta wytwa-
rzanego w elemencie i, nalezy wprowadzi¢ pojecie
wody niezamarznigtej. Wiadomo, ze pewna ilos¢
wody w stanie cieklym pozostaje niezamarznigta
w systemie woda-grunt w szerokim zakresie tem-
peratur ponizej punktu zamarzania 7T, [8-11]. Tak
wiec, temperatura nazywana temperaturg zamarza-
nia wody w gruncie, w przeciwienstwie do tempe-
ratury zamarzania normalnej wody w duzej masie,
jest rozumiana jako temperatura, w ktorej rozpo-
czyna si¢ zamarzanie cieklej wody gruntowej (tj. jej
krzepnigcie). Jakiekolwiek obnizenie temperatury
ponizej punktu zamarzania prowadzi do wytwarza-
nia takiej ilosci lodu, ktora w danej temperaturze
T < T, pozostanie w rOwnowadze termodynamicz-
nej z niezamarzni¢ta woda. Przeciwnie, jakiekol-
wiek zwickszenie temperatury powoduje topnienie
pewnej ilosci lodu, tworzac nowa rownowage mie-
dzy ciekla woda i lodem. Dalszy wzrost tempera-
tury doprowadza ostatecznie do stopienia ostatnich
krysztatkow lodu w temperaturze krzepnigcia 7.
Innymi stowy, w przypadku systemu woda-grunt
temperatura krzepnigcia jest najwyzsza temperatu-
ra, w ktorej 16d jest obecny w systemie.

Stad zawarto$¢ wody niezamarznigtej W,, okre-
slona analogicznie do zawarto$ci wody W jako sto-
sunek masy wody niezamarzni¢tej do masy suche-
go gruntu, jest funkcja temperatury (5). Doktadna
postac funkcji W, zostanie omowiona w dalszej czg-
sci artykutu.

Teraz cieplo wytwarzane w elemencie i mozna
zapisac jako (6) dla temperatur ponizej temperatury
krzepnigcia, natomiast dla TorazT wyzszych od
temperatury krzepnigcia jest rowne zero, zgodnie
ze wzorem (5). Wreszcie, ciepto przechowywane
w elemencie i moze by¢ wyrazone jako: (7), gdzie
Ci’j jest to objetosciowa pojemnos¢ cieplna ele-
mentu, J/m’K. Nalezy zauwazy¢, ze Ci‘j, w zalez-
nosci od sktadu fazowego, jest funkcjg temperatury
1 moze by¢ zapisana jako (8).

Nalezy zwroci¢ uwage, ze dokonano dwoch
uproszczen w zakresie zalezno$ci C od tempe-
ratury. Po pierwsze, zaktada sie, ze W procesie
ogrzewania skfadnikow gruntu C, C, oraz C._, s3
niezalezne od temperatury, ch001az taka zaleznos¢
W rzeczywistosci wystepuje i moze by¢ brana pod
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uwage. Jednakze zwigzane z tym efekty termicz-
ne sg o dwa rzedy wielko$ci mniejsze niz te zwig-
zane z uwalnianiem lub absorbcja ciepta utajonego.
Z tego powodu funkcja zalezno$ci wody niezamar-
znigtej od temperatury musi by¢ zawsze brana pod
uwage. Drugie zatozenie polega na utrzymaniu sta-
lej zawartosci wody niezamarznigtej podczas zmiany
temperatury od T do T, e Ponadto biorac pod uwa-
ge rownanie (5), mozna zauwazy¢, ze objetosciowa
pojemnos¢ cieplna Ci,j jest zalezna od temperatury,
wylacznie dla temperatur ponizej temperatury krzep-
nigcia i osigga statg wartos¢, gdy 16d jest nieobecny
W systemie.

Podstawiajac wyrazenia (3), (4), (6) 1 (7) do (2)
oraz przeksztatcajac je dostajemy szukang tempera-
ture elementu i, w chwili j+1 w postaci (9).

Na podstawie roéwnania (5) ostatnie wyrazenie
w réwnaniu (9) jest rowne zero w temperaturach wyz-
szych od temperatury krzepnigcia, a ciepto objgtoscio-
we Ci‘j jest temperaturowo niezalezne, zatem rownanie
przyjmuje postac tzw. jawnego schematu MRS (Baehr
Stephan [12]). Warunek stabilnosci takiego schematu
wynika z zalozenia, ze zaden wspotczynnik w rowna-
nia nie jest ujemny. Stad (12) czego efektem jest ogra-
niczenie dla przyrostu czasu At (13).

Ponizej temperatury zamarzania, wszystkie sktad-
niki rownania (9) przyjmuja wartosci niezerowe.
Dodatkowo objgtosciowa pojemnos¢ cieplna C;, sta-
je si¢ zalezna od temperatury. Temperatura T; i M
moze by¢ uzyskana w jednoznaczny sposob i dlatego
do rozwigzania (9) nalezy uzy¢ specjalnych technik.
Inny problem jest zwigzany ze stabilnos$cig réwnania
(9). Ograniczenie kroku czasowego wyznaczonego
przez nieréwnos¢ (13), nie gwarantuje stabilnosci.
Smith [13] wskazuje, ze taki stan stabilno$ci pozo-
staje niezmieniony, jezeli wspotczynnik w ukrytym
schemacie MRS jest liniowo zalezny od temperatu-
ry. Jednakze w przypadku réwnania (9), zaleznos$c
od temperatury wynika z zawarto$ci wody nieza-
marznigtej W, bedacej nieliniowg funkcjg tempera-
tury. Natomiast, nie ma potrzeby, w tym przypadku
okresla¢ teoretycznej stabilnosci. Wedtug Allen et al.
[14], mozliwe podejscie polega na przeprowadzeniu
serii eksperymentow numerycznych dla programu
opartego na omawianym algorytmie. Zachowanie
metody powyzej spektrum geometrii siatki i warto-
Sci wspotczynnika jest zbadane 1 mozna wyciagnad
pewne wnioski dotyczace stabilnosci. Przedstawione
ponizej podejscie, czgsto okreslane jako heurystycz-
na analiza stabilnosci, zostanie zastosowane dla roz-
wazanego algorytmu.

Gorny warunek brzegowy zostanie ustalony przez
przyjecie fikcyjnego dodatkowego wezta, dla ktorego
i = 0, i rownanie (4) przyjmuje posta¢ (14), gdzie o
jest wspotczynnikiem konwekcyjnej wymiany ciepla,
W/m’K oraz T, oznacza temperaturg otoczenia. Dol-
ny warunek brzegowy wymaga wprowadzenia tempe-
ratury fikcyjnego elementu n+1 na zewnatrz obszaru
(15), gdzie G jest gradientem geotermalnym, K/m.

2.2. Rozwiazanie programu FDM

W oparciu o MRS przedstawiong w pierwszej cze-
sci artykutu, zostat napisany program komputerowy
Daisy 2.0, aby umozliwi¢ kompleksowa analize ter-
miczng zamarzania i rozmarzania gruntu. Zastoso-
wana krok po kroku procedura numeryczna zostanie
omoOwiona ponize;j.

1. Zebranie danych o profilu gruntu (grubosci warstw,
podstawowe wiasciwosci fizyczne gruntow).

2. Wprowadzenie siatki az do glebokosci 8 m (przy-
jeto, ze zmiany temperatury na tej glebokosci sa
nieistotne).

3. Ustanowienie wstepnego rozktadu temperatury.
Mozna to zrobi¢ dwoma sposobami; pierwszy
opiera si¢ na rozkladzie liniowym od punktu do
punktu, w zaleznosci od danych dostarczonych
przez uzytkownika, natomiast drugi na funkcji
bledu Gaussa, przy zatozeniu, ze na glgbokosci
8 m temperatura jest stata i rowna $redniej rocz-
nej temperaturze 7' . dla danego regionu [15]: (16),
gdzie t jest dlugoscia okresu, bezposrednio przed
symulacjg, dla ktorego $rednia temperatura po-
wietrza T, jest znana. W rownaniu (16) zakfada
si¢ jednorodnos$¢ wtasciwosci cieplnych w catym
profilu. Dla uwarstwionego podloza zapropono-
wano procedure rekurencyjna do ustalenia po-
czatkowego rozkladu temperatury. Temperatura
W pierwszej warstwie gruntu jest obliczana w opar-
ciu o parametry cieplne tej warstwy (17).
Temperatura w warstwie i jest obliczana jako funk-
cja temperatury 7, w dolnej granicy warstwy po-
przedniej i-1, z wykorzystaniem parametréw ciepl-
nych warstwy i (18).

Zasadg tej metody przedstawiono na rysunku 2.
Do obliczen numerycznych, funkcje¢ btedu moz-
na skutecznie przybliza¢é za pomoca szeregu
Taylora (19).

4. Zebranie danych o grubosciach i wlasciwosciach fi-
zycznych warstw izolacyjnych, jesli takie istnieja.

5. Zebranie danych na temat temperatury powietrza
Jako par liczby (7,,t,), gdzie T jest stala tempe-
raturg powietrza dla okresu t,.
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6. Obliczenie wtasciwosci cieplnych gruntu nieza-
leznych od temperatury: temperatury zamarzania
T, 1 przewodnosci cieplnej A.

7. Dla biezacego profilu temperatury obliczenie
wilasciwosci termicznych gruntéw zaleznych
od temperatury w kazdym elemencie konco-
wym profilu: zawarto$§ci wody niezamarzni¢tej
oraz objetosciowej pojemnosci cieplnej zgodnie
z rbwnaniem (8).

8. Dla kazdego elementu koncowego i, obliczenie
dopuszczalnego kroku czasowego w odniesie-
niu do stanu stabilnosci danego rownaniem (13),
a nastepnie obliczenie minimalnego przyrostu
czasu dla etapu | jako (20).

9. Dla kazdego elementu koncowego i, obliczenie
temperatury T, , i = 1,..., N w nastepnym etapie
j+1, zgodnie z réwnaniem (9) i przy statej warto-
sci kroku czasowego zgodnej z rownaniem (20).
Ze wzgledu na zalezno$¢ temperaturowa zawar-
tosci wody niezamarznigtej, rownanie (9) jest
w rzeczywistosci funkcja ukryta Y R dlatego tez
w celu uzyskania rozwigzania nalezy zastosowac
specjalng procedure W tym przypadku bardzo
przydatna okazuje si¢ metoda Newtona. Aby roz-
wigzaé rownanie (9), nalezy je przeksztatci¢ do po-
staci (21) i1 nastepnie zastosowac schemat iteracji,
dajacy szybka zbieznos¢.

10. Przypisanie rozktadu temperatury dla nastep-

nego etapu {va i = 1...n} jako biezacego roz-
ktadu temperatury {Ti’j, i =1..n} i przejscie do
punktu (7).

Szczegbdlng uwage nalezy zwroci¢é w przypadku,
gdy temperatura przekracza temperaturg zamarzania.
W odniesieniu do rysunku 2, nalezy wzig¢ pod uwage
wszelkie efekty termiczne zwigzane z zamarzaniem
lub rozmarzaniem, zwlaszcza w otoczeniu temperatu-
ry zamarzania, gdzie nachylenie krzywej przemiany
fazowej jest szczeg6lnie duze. W programie problem
ten rozwigzano w nastepujacy sposob. Zalézmy, dla
uproszczenia, trzy mozliwe sytuacje podczas ochia-
dzania (T;; 2 T, ,,): (22), (23), (24).

W przypadku opisanym réwnaniem (22) ciepto
wytworzone w elemencie i rowna si¢ zero, podczas
gdy w przypadku danym roéwnaniem (24) ciepto
wytworzone w elemencie i jest obliczane zgodnie
z rownaniem (6). Sytuacja zadana réwnaniem (23) od-
nosi si¢ do ,,przej$cia” przez temperatur¢ zamarzania
1 wymaga szczegblnej uwagi. Nalezy zauwazy¢, ze
wystapienie podczas ochtadzania warunku (23) naste-
puje zawsze po warunku (22) w ten sposob, ze tempe-
ratura T, | jest obliczana przy zatozeniu, ze przemia-
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na fazowa nie zostala zainicjowana, co jest sprzeczne

z tym, ze temperatura zamarzania zostata przekroczo-

na. W takim przypadku stosuje si¢ ponizsza procedure:

a) Dopoki warunek (22) jest spetniony, temperature
T.;,, W nastepnym etapie oblicza si¢, wykorzystu-
jac réwnania (8) i (9), zaktadajac, ze zawarto$¢
wody niezamarznigtej W (7) jest rowna zero.

b) Jesli temperatura T obliczona w nastgpnym
kroku czasowym spetnia warunek (23), zaktada
sie, ze rozpoczeta si¢ przemiana fazowa. Faktycz-
nie obliczona wartos¢ T nie wystepuje w ele-
mencie, zatem jest ona traktowana jako warto$¢
fikcyjna 7. Teraz strata ciepla zwigzana z bieza-
cym krokiem czasowym moze by¢ wyrazona jako
(25), ktora mozna podzieli¢ na dwie czesci (26),
gdzie (27) jest utrata ciepla potrzebng do osig-
gnigcia T, podczas chtodzenia od T bez zmiany
fazy. Druga cz¢$¢ AQ oznacza ciepto utajone za-

marzania pewnej ilo$ci wody w elemencie i (28).

Podstawiajac rownania (27) i (28) do rownania (25)
za pomocg rownania (26) oraz uzywajac funkcji opi-
sujacej zalezno$¢ temperaturowa wody niezamarz-
nietej, mozna obliczy¢ temperature rzeczywista 7.

ij+1°
3. Wnioski

Przedstawiony model jest stosunkowo prostym
1 wygodnym narzgdziem do obliczania glebokosci
przemarzania lub odwilzy w gruntach. Mimo swojej
prostoty, model uwzglednia zjawiska przemian fazo-
wych charakterystyczne dla rzeczywistych systemow
wodno-gruntowych, np. istnienia wody niezamarz-
nigtej 1 obnizenia temperatury krzepnigcia.



